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研究ノート
レオンチェフ経済の基本的性質
—ァロー＝ハーン『一般競争分析』研究(7)一~
?
保 郎
レオンチェフ・モデルは一般均衡理論の実証分析への適用であり，カッセルにより簡単
化されたワルラス・モデルをその基盤としている。経済は数十ないしは数百の産業に，そ
の生産ベクトルのパターンにより分類され， 相互の中間生産財の取引が中心になってい
る。ここで町を第f産業の生産ベクトルとする。慣習にしたがって，正の成分は産出
最を，負の成分は投入量を，ゼロのものは，生産に関係が無かったのを示している。産業
の数はN個あり，第N番目は家計であって，他の産業に労働を供給する。さて，レオンチ
ェフ経済（以下 L経済と略す）を示すため，次の仮定をおこう。
仮定1
(a)産業fにとって生産可能な集合を Y1cRNとし， 町EYtとすれば，スカラー
k>O に対して ky斥均である（規模に関して報酬不変•以下 CR と略す）。町は N
次元ベクトルである。
(b)産業fの生産可能ベクトル町は正の成分をただ1つしか含まず，それをYttで
示す。（非結合生産）
(c)耐久的な生産財は存在しない。▲
1 CR であるから， k=—ーとおけば，産出量 1 単位を生産する生産ベクトル kY1=
Ytt 
町'E巧となる。
仮定2
どの家計も N というラベルで表わされる以外の Y/の成分に労働用役を供給しえな
い。
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この仮定は本源的投入物が労働であり，かつそれが1種類であるのを示している。全て
の家計の需要は対応ではなくて，関数の形で示されるものとする。▲
仮定3
(a) Iが選びうる全ての生産ベクトル Y't,,eOに対して Y'JN<Oとなる。
(b)すべてのIに関して
:E Yti>O . 
j,f=N 
となる町が存在する。▲
(a)は如何なる生産ベクト 9いも労働の投入が必要であるのを示したものである。 (b)
はいわゆる R.Solowの列和の条件である。これが満たされていればHawkins=Simon
の条件が満足され， WeakSolvabilityとStrongSolvabilityが保証される（〔5〕pp. 
11-19)。SNをN次元単位シンプレックスとする。価格ベクトル Pは
pESN 
N 
である。したがって ~p戸1, P1LO forV-iE/, l= {l, 2, …，関である。冗を産出量1
i=l 
単位あたりの利潤とすると，
冗=P町'=P1―c,
ただし， c,は産業fの産出量1単位あたりの総費用である。総収入は（価格） X (産出
量），すなわちPガ'ffとなるけれども， Y'ff=lであるから， P1は単位あたりの総収入
となっている。 P町’の内積が利潤となるのは，生産ベクトルの慣例に従って， 産出量は
非負，投入量は負の数であるのに対し，価格は全て非負となっている為である。
C1=P1―冗=P,-P町'
が総費用に関して成立する。また単位生産費に関して次の仮定を設ける。
仮定4
(a) VPESNに対して
C,*(p) =P1-PY'1(p) g,-PY'r 
となるような u',(p)を選ぶ事ができる。
(b) C1*(p)は SNの上で連続である。
(c)P*. で L経済が均衡に達する必要条件は次の2つである。
(i) Pr*:;:C戸(JI*)VJ 
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(ii) p戸幻1CP*)=C,*(p*)Y11(P*) 
利潤が負の時には生産は行われず，均衡利潤はゼロとなる。▲
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(i)は単位利澗が非正となるのを示している。だからゼロが最大利潤となる。また
(ii)は均衡では利潤がゼロとなり，利潤が負となる場合は産出量，投入量がゼロとなり
排除される。，また規模に関して報酬一定 (CR)であれば， 供給は関数ではなくて対応の
形を取る。この場合，どの水準の産出量であっても利潤がゼロとなるから，需要量に見合
う産出量を生産する動機は供給側に全く欠けている点も注意しておかねばならない。 CR
で，利潤が正であれば，産出量は無限大まで増加されるであろうし，負であれば損失を最
小にずる為に， 産出量はゼロとなる。したがって CRの生産関数の下で， 供給関数を導
き出すのは矛盾した手続きであるのは言うまでもない。
定理1
仮定1~4を満たす L経済には， SNに所属する狭義に正の均衡価格ベクトル P*が
存在し， I=l,"・, N—1 に対して朽*=C戸(P*) となり，加*=l-V(p*) となってい
る。ただし V(p)= I:C*(p)である。▲
faj=N 
〔証明〕
先づ仮定4-(c)を満足する価格ベクトルが存在するのを証明する。何故ならば，それ
が L経済における均衡の必要条件であるからである。ここで均衡価格以外のものであれ
ば， C1が変化し，均衡価格であれば， C1は同じ水準にとどまる。ここで価格の写像
T:SN→ SN 
を考え，その不動点を見付ける。
乃(p)=mi吋1; ¥7i芯〕C*(p) 
f=l,2, …, N-1 
O<k<l (1) 
であり， f=Nの場合は
TN(P)=max [1-V(p); k加〕 (2) 
であるとする。 V(p)は賃金以外の全経済の全ての費用の合計である。 PNは normaliza-
tionをほどこされているので。::;:pN::;:1となっている。 したがって。:::;:1-kPN<lと
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なるであろう c
T(p)がT:SN→鈴であるのを先づ証明する。 C1=P1―PY/であり，仮定1-(b)
から Y/の成分は Y/1>0を除き全て非正である。 Pt-py/=ー :EP,Yん。しかるに
ia;b/ 
Yt;~O, P;~O である。したがって
CJ*(p)~O 
V(p)=:E C戸(p)~O
fa;bN 
となる。賃金以外の全ての財の価格がゼロではあり得ない。したがってかのうち，いく
つかが正であり，無償財の投入のみによってのみ社会全体の生産を賄いえない。したがっ
て
V(p)= :E C戸(P)>O
11'-N 
ただ，加=Oの場合は，労働の供給は行われない。労働者は生活を維持してゆくのが
不可能であるからである。その場合は投入物は他にも一切なく， したがって C戸(p)=
0 for V-fとなる。それ故に
V(p)=O 
次に 1-V(p)と K加によって生じる 3つの場合について考察する。
i) 1-V(p)<k紐の場合
1-kPN<V(p) 
であるから，両辺を V(p)で割れば
~ 
V(p) <1 
したがって
巧(p)=min(1; 1悶灼C1*(p)
(1-k恥） C戸(p)
2:0 V(p) 
(/=1,2, …, N-1) 
また，
TN(P)=max [1-V(p); k邸〕
=kPN 
合計すれば
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I:; T 1CPH T N(P) 
f=/=N 
＝エ乃(p)=1-kPN 
f V(p) f=/=N 
工C1*(p)+k紐
＝ 1-kPN I:; C 1*(p) 
f1=N 
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〔I:;C戸(p)〕十k鈴
f1=N 
=(1-kか~)+kか~=1
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kPN::C:0であるから， T1(P)はそれぞれの成分が非負で，それを合計すれば1となる単位
シンプレックスの1要素である。
ii) 1-V(p) =k応の場合
1-k邸 =V(p)
1-k邸
=1 V(p) 
したがって
min[1・ 
1-kPN 
'V(p)〕=1 
故に
乃(p)=C1*(p) (/=1,2, …， N-1) 
また，
匹 (p)=max (1-V(p) ; k邸〕
=1-V(p) 
あるいは =kPN 
工乃(p)= I; 巧(p)+応 (p)
f f°"'N 
= I; C戸(p)+〔1-V(p)〕
f°"'N 
= I; Cf*(p)+l一I;C戸(p)
f°"'N f辛N
=1 
あるいは
こ乃(p)=I; 乃(p)+匹 (p)
f f°"'N 
= I; CJ*(p)+kPN 
f°"'N 
=V(p)+kPN 
しかるに k邸 =1-V(p)であるから
I; T1CP)=V(p)+l-V(p)==l 
f 
ii) 1-V(p)>k邸の場合
1-k知>V(p)
ゆえに
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1-kPN 
V(p) >1 
したがって
min[1; 1V(~N]=1 
すなわち
T1CP)=C戸(p) C/=1, 2, …, N-1) 
匹 (p)=max(1-V(p) ; k邸〕
=1-V(p) 
こ乃(p)=エ巧(p)+応 (p)
f=/=N 
= :E C1*(p)+1-V(p) 
fヂN
=V(p)+l-V(p)=l 
以上により，如何なる場合も
工巧(p)=l,T1CP):C:O forV} 
二f
また T(p)=:E巧(p)は C1*(p)に定数を掛けて合計し，且つ TN(P)を加えたもので
ある。 C/(p)は仮定4-(b)により連続である。連続写像の合計は，やはり連続であ
るから，写像 (1), (2)は連続である。すなわち Tは連続であって
T: SN→ SN 
であるから，ブラーワーの不動点定理により，不動点 P*が存在する。ここで賃金として
支払われた費用部分かvと他の費用の合計との間に矛盾が無いのが確められた。 p*が存
在すれば，費用は調整過程を経ても一定であり，それが仮定4-(c)の均衡の必要条件を
満たしているのを示している。
次に価格ベクトルが p*であるとき，利潤がゼロとなるのを証明する。先づ PN>oと
仮定する。そうしないと労働の供給が行われず，仮定3-(a)により，投入量・産出量は
ゼロになってしまう。後で実際に P炉>oとなるのが証明される。
o<P炉=TN(P*)
均衡価格は不動点であるから， P*が TNによって写像されると PN*となる。また o<
k<1であり， TN(P*)=max (1-V(p*); k邸＊〕であるから， p炉=1-V(p*)か P炉
=k紐＊のどちらかが成立している。 k<lであるから， p炉=kP炉は成立し得ない。し
たがって邸*=1-V(p*)でなければならない。この関係から 1-V(p*)>kP炉でなけ
ればならない。そうすると
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となる。 (1)式より T1(p*)=C1(p*)であるから， T1(p*)は不動点を持ち， P1*=T1(p*)
に写像する。上の2式から
朽＊＝巧(p*)= C 1* (p*) 
したがって，不動点は仮定4-(c)を満足する。したがって p*は均衡価格ベクトルであ
る。
次にか11>0を証明する。か11=0と仮定して背理法によって矛盾を導く事にする。 P*ESN
であるから Nを除く産業のうちから
釦*=maxp戸>o
I N 
となる産業 m<Nを選びうるであろう。何故ならば， p炉=Oとし， :EP1=l, Pi::2:0で
/=l 
あるのを考えれば， J<Nの中に必ず朽>oとなるものがある。そのうちから最大のス
カラーを選べば， 正となるのは当然である。 P炉=Oと仮定したから kPN=Oであり，
また1-V(p*)>k加*,O=P炉＝匹（炉）=max (1-V(炉）； K加〕=max (1-V(p"t-) ; 
〇〕となる。したがって
1-V(炉迄0
となる。 f=mとなる生産ベクトルを Ymと書く事とする。
Y'm: =.J!.JL 
Ymm 
で示せば，仮定 3-(b)から ~y
j,f=N 
であり， Yff>Oであるから
品心>o
fj>o 
(5) 
(6) 
(7) 
となる。仮定4-(a)から Cm*(p*)<釦＊ー P*Ym'が成立する。 Pm*を左辺に移項して符
号を変えれば
釦＊ーCm*(p*)2JJ*匹'=エ約＊ツm;::?:釦＊エッ'm;>O
j,f,N 1,f,N 
最後から 2つ目の不等号が成立するのは， Pmが，もともと産出量に掛けられており（こ
の場合産出量は1),他は投入量（マイナスの符号を持つ）で， それに一番大きな価格で
ある Pmが乗ぜられ合計された結果である。最後の不等号は Pm*>O,I: ッ'm;>Oである
jチN
から strictlyな形で成立している。以上の議論は次の3つの条件が利用されている。
i) p沢=O
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ii) p戸三如＊
ii) Y'mj~O for j*m 
(5)式から 1-V(p*)~O であるから，
l~V(p*) 
心）~1
となる。また P炉=O であるから lV(~が=vtP)である。したがって
mi小； 1碍腐〕=mi吋1• 1 , V(p*)〕= V(~*) or 1 
これを(1)式に代入すれば
1 
T1(P*)= C *(p*)あるいは巧(p*)=C戸(p*)V(p*) t 
したがって
P戸~c戸(p*)
が成立する。左のページに示されたように Pm*-Cm*(p*)>Oである。即ち
如*>Cm*CP*)
P戸~c戸(p*) for VJ 
これは矛盾である。したがって P炉>oでなければならない。
加*>oならば PN*Y'tN<oとなるから
C戸(p*)=Pt*-P*Yr(P*)>O 
(8) 
(9) 
となる。何故ならば，生産を行うにはかならず労働の投入が必要であり， PN>oであるか
ら，かならず正の費用がいる事になる。また
朽＊＝乃(p*)=C1(P*)>O,/=1,2, …， N-lP沢>o
したがって，全ての価格は strictlyに正である。 p*~O D 
均衡価格 p*)>Oで全市場の需給が一致する条件を考える。図1のような状況はここで
の均衡ではない。図2の場合は p=Oで需給が一致するが P>Oでは超過供給が生じてい
る。したがって，この2つのケースは，ここでは排除されねばならない。需要について次
の仮定をおく。
仮定5
x'(p*) は N-l 次元の需要ベクトルであって，価格 p* での第~N 財以外の需要量を
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??
s 
/， 
iD /S 
゜ 数址図
価格I . D /S 
。 DVS 
E 
図 2
数批
示している。 x'は家計の N-1次元の初期保有ベクトルであって
x'(p)一x'>O
となっている。▲
第N財は労働であり， ここでは労働は直接に需要分析の対象とされない。 x'は，この
労働に対する需要を除外したものである。 x'=Oであれば， 初期保有量は労働のみとな
り，労働を供給して所得を得，財の購入にあてる事となる。 x'(p)一x'>Oとなっている
のは初期保有量よりも必ず多く需要するのを全ての財に要請するのであるから， x'scOの
107 
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場合には非常に厳しい仮定であるのは言うまでもない。労働用役市場以外の全市場が需給
が均衡する為には初期保有量以上の量を生産しなければならない。すなわち
四 'Ji(p*)功＝ダ';(p*)-功 2:0
I 
j=l,2, …， N-1 
（第 j財の産出量）一（第 j財の投入量）＝（第 j財の純需要量）
これはレオンチェフ・モデルの行和を示したものである。ここでYff(/=1,2,…, N-1) 
を成分とする N-1次元ベクトルを h(p*)とする。また， y'JJ(p*)を成分とする (N-
l)X(N-1)のレオンチェフ行列を H(p*)と書く。そうすると皿式は
(10) 
H(JJ*) k(p*) =x'(JJ*)一x' 但）
となる。通常の形式で示せば〔I-A〕X=Cであり， H(p*)=〔I-A〕,h(p*)=x, x'(p*) 
-x'=cとなる。 これを解いて h(p*)>Oを求めるのが， ここでの問題である。 H(p*)
は仮定1-(b)から明らかなように，対象成分は正，非対角成分は非正となっている (N
-1) X (N-1)の行列である。
定理2
仮定1~5 が成立すれば， L 経済には strictly に正の均衡，すなわち p*~O, h*(p*) 
~o が存在する。 .. 
〔証明〕
CR であるから p*町=~。したがって
品幻*y'fi(p*)= -p炒 fN(p*) U2l 
定理1によりかl'>o,仮定3-(a)により， YtN(p*)<Oであるから， PーNYtN(p*)>o
となる。すなわち， H(p*)h(p*)~O である。投入行列A が分解不能とすると H(p*) は
正の逆行列を持つのが明らかであるから（〔5〕p. 139), H(p*)の逆行列を〔H(p*)〕ー1
で表わす。
H(p*)h(p*) = -PNYN(p*))>O 
h(p*)= 〔-PNYN(p*)〕〔H(p*)〕-1),0 
したがって p*)>O,h(p*))>O 0 
??
以上から L 経済の特徴をま•とめれば，次のようになる。
1. 均衡が存在する場合は，何ら需要を考慮に入れなくても均衡価格 p*を決定しうる。
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2. p* H(p*) = -p炉Y'N(p*)となっており，
〔H(p*)〕ーI~Q であるから，
p*=ー 加*Y'N(p*) 〔H(p*)〕-1~o 
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であり，正の均衡価格が存在する。また，この価格は産出物を 1単位生産するための直
接労働と間接労働の費用の和となっている。 p*は Pから第 N成分を除いた価格ベク
トルである。
3. p*は需要の条件と関係なしに決まる。したがって需要関数が SNの上で連続である
のを保証する必要も無くなってしまう。 pESNによって生じる需要量の有界性にとも
なう困難も解消する。
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